Arany Janos Tehetséggondozo Program matematikaversenye 2022
10. évfolyam
Megoldokulcs

Mely valos szamok teszik igazza az alabbi egyeldséget:

V2x+1=x-1 8 pont
Megoldas:
. a1 2 . . 1
A négyzetgyok értelmezése miatt X > -5 1p
Az értékkészlet figyelembe vételével a kikotés x>1 1p

{Ezek a pontok akkor is jarnak, ha ,,csak” ellendriz a diak.}

Végezziik el a kovetkezd atalakitasokat:

2x—1:(x—1)2 1p
x?—4x=0 1p
x(x—4)=0,

x =0, X, =4 2p
X, =0 hamis gyok 1p

X, =4 valdban gyok, ellenérzés, vagy hivatkozva az X >1 kikotésre és az

ekvivalens atalakitasokra. 1p

Osszesen: 8 pont

Két jarmii - v, illetve v, sebességgel —az A és B helységek kozott oda — vissza mozog.

Egyszerre indulnak A — bol illetve B — b6l egymassal szembe. Mennyi id6 mulva talalkoz-

nak masodszor pontosan az ut felénél, ha AB =150km, v, = SOKTm, v, = 3OkTm.
8 pont

Megoldas:
Az v, = 50k?m sebességgel kozlekedd jarmii 1,5+3k (k € N) idépontokban halad 4t az

ut felénél. 2p



Av,= SOkTm sebességgel kozlekedd jarmii 2,5+ 5l (I eN ) idépontokban halad at az ut

felénél. 2p
Azon idépontok érdekesek, melyekre az
1,5+3k =2,5+5I
egyenletnek van megoldasa az N* halmazon. 2p
CEE
3

Ennek a , masodik” megolddsa | =4 esetén (k = 7), azaz 22,5 6ra mulva talalkoznak

masodszor az Ut felénél. 2p
Osszesen: 8 pont

A 8 pontot kapja meg akkor is ha ,,Jlemodellezi”.

Az ABC hegyesszogii haromszog C csticsabol induldé magassagat felosztjuk 6t egyenld
részre és az osztopontokon keresztiil parhuzamosakat rajzolunk az AB oldallal. A
haromszognek a harmadik és a negyedik osztdpontokon &t rajzolt parhuzamosok k6z¢ es6
részének a teriilete 42cm”’.

Mekkora az ABC haromszog teriilete? 10 pont
Megoldas:

s N
[N\

A B

A keletkezett ,,kis” haromszdgek hasonlok az ABC haromszdghoz. 2p

{akkor is jar a pont, ha csak a megoldasbol dertil ki a gondolat.}

A hasonl6 sikidomok tertileteinek aranya megegyezik a hasonlosadg aranyszdmanak a
négyzetével. 2p

Ezt figyelembe véve az egyes részek teriilete rendre {,,feliilr61” kezdve}:

T,3T,5T, 7T, 9T. 4p



A feltétel szerint 7T =42 cm?, igy T 5. = 25T =150 cm?. 2p

Osszesen: 10 pont
A haromjegyli pozitiv szdmok koziil véletlenszertien kivalasztunk egyet. Mennyi a
valdsziniisége, hogy a kivalasztott szdm
a) pozitiv osztoinak szama paratlan? 6 pont
b) a 3 és a 7 koziil pontosan az egyikkel oszthatd? 6 pont
{A valosziniiség a kedvezo és az Osszes esetek szamanak az aranya.}

4. a) feladat megoldasa:

Paratlan sok pozitiv osztoja a négyzetszamoknak van. 2p
Héromjegyli négyzetszam (102 11%,..,31° = 961) Osszesen 22 van. 2p
A haromjegyt pozitiv egészek szama 900. 1p
A keresett valosziniiség % = %(z 0,0244) 1p

Osszesen: 6 pont
4. b) feladat megoldasa:

Jelolje A, illetve B a 3 — mal, illetve 7 — tel oszthatdo haromjegy(i szamok halmazat, a

halmazok szamossagat szokasosan pl. | A |, | B | .

|A|:{9%O}=300 1p
|B|:[@}=1ze 1p
|AmB|:{%}:42 1p

A B

1p
| A\B|+|B\A|=258+86 =344 1p

{Megjegyzés: az 1+1 pont akkor is jar, ha helyesen jut el a 344-es eredményhez.}



, 344 86
Iey a keresett valoszintiség: — = ——(~0,3822 1
&Y valdsziniiség: o0 = ) P

Osszesen: 6 pont

a) Mely n egész szamok esetén lesz a tort értéke egész szam? 4 pont

n+2

b) Oldd meg a kovetkezd egyenletet, ha X és y egész szdmok

2xy —3x—-3y+1=0 8 pont
Megoldas:
5. a) feladat megoldésa:
2nn+23:2(nn++22) 7=2_nj'2 2P
n+2: 7, 1, -7, -1
n: 5, -1, -9, -3 2p

{Minden , megtalalt” helyes értékre kapjon a diak 1 pontot.}
Osszesen: 4 pont
5.b) feladat 1. megoldasa:
4Xy —6Xx—-6y+2=0,
4Xy —6Xx—-6y+9=7,
2x(2y-3)-3(2y-3)=7,

(2x-3)(2y-3)=7. 4p
2X —3: 7 1 -7 -1
2y - 3: 1 7 -1 -7

X: 5 2 -2 1

y: 2 5 1 -2 4p

{Minden ,,megtalalt” helyes értékparra kapjon a didk 1 pontot. }

Osszesen: 8 pont
5. b) feladat 2. megoldasa:
Fejezziik ki az egyenletbdl pl. y —t.

y(2x—3)=3x-1,
— -2 3(2x-3)+7
gL, Bx=2 (2x=3)+7 _, 7 4p
2Xx—-3 2X—-3 2X—-3 2x—-3
Folytatas az 1. megoldas szerint. 4p

Osszesen: 8 pont



6.

Az ABCD négyzet AB oldalan befelé megrajzoljuk az AB atmérdju félkort, majd ehhez
C — bdl — CB —tdl eltérd — érintdt. Ennek az érintének az AD oldallal valdé metszéspontjat

jelolje E. Mekkora az EDC haromszogbe irt kor sugara, ha a négyzet oldala 10cm ?

10 pont
1. Megoldas:
D C
F
X
E
X
o)

A : B

Jelolje az érintési pontot F. Felhasznaljuk, hogy a kiilsé pontbdl a kérhoz hiuzott érintd

szakaszok hossza egyenld, ezért

CF=CB=10cm lp

EF = AE = x 2p
Alkalmazva Pitagorasz tételét az EDC derékszogli haromszogre:

(10-x)* +10% = (10+x)°, 2p

100 = 40x, X=2,5cm. 1p

fgy méar az EDC haromszog oldalai meghatarozhatok:
ED=7,5cm, DC =10 cm, EC=12,5 cm. 1p
A keresett kor sugarata t =r-s képet (vagy mivel a haromszog derékszogi, igy r =S—c)

alapjan hatarozhatjuk meg, ahol t a haromszog teriiletét, r pedig az EDC haromszog

beirhatd korének a sugarat jeldli. 2p
Lz'lo:r-ﬁ, = r=2,5cm. 1p

Osszesen: 10 pont



2. Megoldas az X szakasz meghatarozasara:
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Ha O jeloli az AB oldal felezépontjat, akkor nyilvanvaléan az OBCF és az OFEA négy-
szogek deltoidok, melyeknek OC illetve OE a szimmetriatengelyeik, s emiatt OCE
haromszog derékszogi.

Alkalmazva a magassagtételt: 10x =25, x=2,5cm.

A tablara felirtuk a pozitiv egész szamokat 1 — t6l kezd6édéen 2022 — vel befejezve.
Ezutan barmely két szam — a és b — letor6lhetd, s helyettik az ab—3a—3b+12 szamot
kell visszairni. A 2021. 1épés utdn mely szam maradt a tablan?
10 pont

1. Megoldés:
Tekintettel arra 2022 szamunk van, és egy-egy lépésben két szdmot letorliink és csak
egyet irunk fel helyettiik, ezért a 2021. 1épés utan egy szam marad a tablan.
Jelolje a visszairando szamot ¢, ekkor

c=ab-3a-3b+12,

c-3=(a-3)(b-3).
Azaz, ha egy ,,masik” tablara felirjuk az 0sszes szamndl 3 — mal kisebb szamot és amikor

az ,eredeti” tablan letoroljik az a — t és a b -t, akkor ezen letoroljik az (a—3) -atés a
(b—3) - at. Az eredetire felirjuk a C -t, ez utobbin a (c—3) - at.

Mivel c-3=(a-3)(b-3), igy az utobbi tablan a szdmok szorzata nem valtozik. Ez

kezdetben nyilvan 0, igy ha utoljara az X marad, akkor x—3=0. Azaz az utoljara maradt
szam a 3.

Osszesen 10 pont



2. megoldas:

ab-3a-3b+12=(a-3)(b-3)+3
Kezdetben a 3 — as a tablan van, s ha sem a, sem b nem 3, akkor marad is. Ha viszont
valamelyik a 3 — as, akkor (a—3)(b—3)=0, igy a tablara ujra felkeriil a 3 —as.
Tehat a 3 — as mindegyik 1épés utan a tablan lesz. Mivel minden 1épésnél két szamot
letorliink és csak egyet irunk fel, a szamok szdma minden 1épésben 1 — gyel csokken, igy

a 2021. Iépés utan egyetlen szam marad. Ezért az utoljara maradt szam a 3.

Megjegyzes: Indoklas nélkiili helyes ,,megérzésért” kapjon 2 pontot a diak.



