Arany Janos Tehetséggondozo Program matematikaversenye 2022.
11. évfolyam
1. Melyiknek nagyobb a valdésziniisége?

A: Két kockaval dobva, mindkét dobas 6-os.
B: Az1,2,3,4,5,6,7, 8,9 szamok koziil kettot kivalasztva, mindketto oszthato 4-gyel.

10 pont
A:
Mindkét dobés hatféle lehet, ezért az 6sszes lehetséges dobaspar 36 féle lehet. 2p.
Ezek koziil csak a (6, 6) par a kedvezd eset 1 p.
1
Ezért P(4) =—. 1p.
=3 p
B:
Az els6 szamot 9, a masodikat 8 féleképp valaszthatjuk ki, tehat az 6sszes eset szama 9-8=72.
2p.
Kedvezo eset a (4, 8) és a (8, 4) par valasztasa. 2p.
2 1
Ezért P(B)=—=—. 1p.
B) 72 36 P
Tehat P(A)= P(B). L. p.

Ossz.: 10 pont

(Ha a kedvezo vagy az dsszes esetet rosszul hatarozza meg, de a sajat adataibol jol szamolja
P(A) ill. P(B) értékeit, vagy a koztiik levo relaciot, akkor a megfelelo 1-1 pontokat kapja meg.)

2. Hatarozd meg a kovetkez6 kifejezések pontos értékét szamologép nélkiil!
(Ird le a szamolas 1épéseit!)

4+3+5 pont
A 1 1
a=162 =——=—. 4.
Ji6 4 P
b=log2 <8 =2 :>b=%. 3p.
c=sin 15°-cos 15"=l -2+ sin 15°-cos 15"=l -sin 30°= ll:l 5p.
2 2 22 4

Masodik megoldas

, 2B 21 o2

sin 15°=sin(45°-30°)=sin 45°-c0s30°-c0s45°-sin30° =— — ——-— =

2 2 2 2 4
cos 15°=co0s(45°-30°)=cos 45°-c0s30°+sin45°-sin30° :ﬁﬁ_ﬁl = J6+42
2 2 2 2 4
L N6-V2 Jotr2 _6-2 1 .

4 4 16 4



3. Egy egyenl6 szart haromszog alapja 40 cm, szara 29 cm. Mekkora a silypontnak a
haromszog oldalaitol mért tavolsaga?

13 pont

S Az ADC derékszdgii hdromszdgben DC =+/29° —20° =2lcm.
2p.

Az S stlypont harmadolja a DC szakaszt, ezért SD=7 cm, és

c SC=14 cm.
S 3p.
AD 5 SCEA~CDBA mert egy szogiik kozos és mindegyik

derékszogli. Ezért SE/SC =BD/BC. 4 p.
Ebbdl SE=(20 -14) / 29 =280/29 cm (9,66 cm.) 3p.
A haromszog szimmetrikusa a CD-re, ezért az AC oldaltol mért tavolsag is 280/29 cm. 1 p.

Ossz.: 13 pont

4. Az ABC haromszogben AC=7 cm, BC =4 cm, a veliik szemkozti szogek kiilonbsége 60°.
Mekkora a haromszog teriilete?

14 pont
' _ sin<a+600) 7
Legyen BAC <« = a, ekkor ABCx=0+60°. Sinustétel szerint ——= =—. 3p.
sin o 4
sina-cos60° +cosa-sin60° 7
sin 4
lsinOL +—300s0<
2 2 T
sino 4
= —l—ﬁctg o= 7
2 2 4
\/gctg o= é
2
ctg o= 2
g 6
a=34,715° + k180°
6 p.
Héromszogben csak a=34,715° lehet, ekkor f= 94,715°, y = 50,57°. 2 p.
A hdromszog teriilete ¢ = Tem:4 cmz- sin 50,57 =10,81 cm’. 3p.

Masodik megoldas az o szog kiszamoléasara (*) tol
2sina+ 2+4/3 cosa = Tsin .
23 cosa = 5sina

243
5

tg

o =34.715°



Harmadik megoldas a y sz6g kiszamolasara

B+a B+a
tg—— tg
Tangenstétellel: 2 :b—i—a = 2 :H =
=% b-a tg30° 3
g
2
;»tgsgo‘:”f - BJ;&:64,715° S B4+a=129,43 =y=5057°. 9p.

5. Oldjuk meg a valds szamok halmazan a kovetkezo egyenlotlenséget és egyenletet!

@) 5¢>23x b 232 5+ 12 pont

2

a) 5x*>2-3x < 5¢° +3x-2>0. Az f{x) = 5x" + 3x -2 fiiggvény zérushelyei x;= -1, x, = s

grafikonja egyenes allasu parabola, ezért az egyenldtlenség megoldasa -1 <x < % . 5p.

b)
Bdovitsiik a torteket tigy, hogy 2" és 5" szerepeljen benniik.

52)6—1 + 3 = 25)(;—1

> 2 +3= 2 5

5 2"
2" 2 2
Legyen y = 5 ekkor az egyenlet: 5y+3=— & 5y"+3y-2 =0. 7 p.
y
.y , 2
Ennek gyokei y,= -1 és y,= 5 2p.
2" . N 2 ,

A ) = -1 egyenletnek nincs gyoke, a 5 = 5 egyenlet egyetlen gyoke x=1. 2p.
Ez kielégiti az egyenletet. 1 p.

Ossz.: 17 pont

6. a) Hany olyan haromjegyi szam van, amelyeknek minden jegye paros?
b) Hany olyan haromjegyu szam van, amelyben paros és paratlan szamjegy is szerepel?

¢) Mennyi az a) feladatban szereplé haromjegyii szamok osszege?
3+5+9pont
a) A szazasok helyén 4, a tizesek €s egyesek helyién 6tféle szamjegy szerepelhet egymastol
fiiggetlentil, igy 4-5-5 =100 db. olyan haromjegyli szam van, melynek minden jegye pératlan.
3p.



b) Az 6sszes haromjegyli szdm szama 900. A csak paratlan jegyeket tartalmazoké 5-5-5=125,.
Tehat 900 — 125 — 100 = 675 olyan szam van, amelyben paros ¢és paratlan jegy is szerepel.

5p.
¢) Minden haromjegyti szam felirhatdé 100a+10b+c alakban, ahol a, b, ¢ a harom szdmjegye.
Ekkor a keresett sszeg

§=(100a, +105, + ¢, ) +(100a, +10b, + ¢, ) + ...+ (100a,,, 4105, + ¢;49 ) =/
= 100(a1+a2+...+a100)+10(b1+b2+...+b100)+(cl+cz+...+c100),
ahol aj, bj, cj az i-edik szam jegyei. 4 p.
Nyilvan az ay, a, ..., a,,, szamok k6z6tt a 2, 4, 6 8 jegyek mind ugyanannyiszor, 25-sz0r
szerepelnek. gy a ta,t..ta =25 (2+4+6+8) =500

A by, bz’ s b1oo ésac, €y, -+ Clo0 szamok kozott a 0, 2, 4, 6 8 jegyek mind ugyanannyiszor,
20-szor szerepelnek. igy b +b,*..+b, . =c tc, .t o, =20-(0+2+4+6+8) =400 4 p.

Ezért a csak paros jegyet tartalmazd szamok 6sszege: S=100-500+10-400+400=54 400. 1 p.
Ossz.: 17 pont

Ezek a szamok egy ,,ideig” kettesével nonek, de az egész sorozat nem szamtani sorozat.
Meégis, ha valaki a szamtani sorozat osszegképletével szamol, a helyes dsszeget kapja.
Ilyenkor a c részre max. 3 pontot kapjon.

Ha igazolja, hogy lehet olyan (@, @) parokat képezni, amelyekben a+d=10, b+e=c+f=8, és
ezekben minden csak paros jegyet tartalmazo, haromjegyti szam pontosan egyszer szerepel, akkor

teljes pontszamot kaphat.

A kovetkezo megoldasban nyilvanvalo a parok képzése, és az is, hogy benne minden csak paros
Jjegyet tartalmazo, haromjegyii szam pontosan egyszer szerepel.

Masodik megoldas

Ha a paros jegyeket tartalmazé haromjegyti szamokhoz hozzéavessziik a
000, 002, 004, 006, 008, 020, 022, ..., 088
egy- €s kétjegyli szamokat is ebben a formaban, (25 szdmot,) akkor a

000, 002, 004, 006, 008, 020, 022, ..., 088, 200, 202, ..., 442, 444, 446, ...886, 888

125 szamot lehet 62 olyan rendezett parba allitani, amelyben az egyiknek harom paros jegye a, b
¢s ¢, a masiknak d=8-a, e=8-b és f=8-c, és abc < def akkor minden ilyen par dsszege 888, a 125-
0dik szam pedig az 444. 6 p.

fgy a 125 szam Gsszege 62-888 + 444 = 55 500.
Ebbdl ki kell vonni az elsd 25 szdm Osszegét, amely ugyanigy szamolva 12-88+44 =1 100
Tehat a csak paros jegyet tartalmazd, haromjegyli szamok dsszege: S =55 500 — 1 100 = 54 400.

3p.
Ossz.: 17 pont



7. Oldjuk meg a kovetkezo egyenletrendszert a valos szamok halmazan!

cry=R
xy—z> =2
17 pont
x+y €s xy is pozitiv, igy x €s y csak pozitiv lehet. 2p.
Ezért alkalmazhatjuk a szdmtani és mértani kozép Osszefliggését:
@gx;y=§=ﬁ *) 6p.
Ebb6l xy <2, = xy-z* <2, igy a masodik egyenlet csak akkor teljesiilhet, ha xy=2 és
2*=0. (*)-ban akkor 4llhat egyenl8ség, ha x=y. 5p.
Tehat az egyenletrendszer megoldasai =2 , V= V2 ,z=0. 2p.
Ezek a szamok kielégiti az egyenleteket. 2p.
Ossz.: 17 pont
Masodik megoldas:
Az els6 egyenletbdl y = J8 —x , €zt a masodikba irva:
V8—x)-z" =2
x( X)—z 4p.
0=x?—/8x+2>+2
, V8148 —4(z +2) 8 +/—42
Ebel x1,2 = 2 = 2 5 p.

Csak z = 0 esetén lesz a diszkriminans nemnegativ, ekkor x = V2 , V= V2.6 p.
Ell 2p.

Harmadik megoldas
Az els6 egyenletbdl y = J8 —x , €zt a masodikba irva:

x(\/g —x)—z"=2
—2=x'—8x+2 9p.
2o (x2)
A bal oldal nem pozitiv, a jobb oldal nem negativ, ezért a két oldal csak akkor lehet egyenld, ha
mindkét oldal 0. 3p.
Tehat z=0,x= 2, y=v8-v2=22-2=12. 3p.
Ell. 2p.

Ossz.: 17 pont



